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	 �� ��� ��	���
� �� Sn� :� p ∈ U # ��� p 
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� ��� ��	��
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� ���
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	 ��	
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���� 9����# �	 �����
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 � �������
��� 	����# ��� ������ �� φ(F, s) �����	 ��� � � �
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���	� 
���� �� {0}# ���� 
	 � � �
��������� �� ��� 	�� �� �!�� ��
�	 �� s#
Fix(s) = {u ∈ U 	��� u− s(u) = 0}�  �� s 
	 � �������
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	 �!�� 	�� 
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�� r �� 	� ��� ������ �� φ(F, fr) 
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��

	 
 ��� ������
�� �� �� �������� �� ��� �����
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��
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	�
� ��
� �� � ������ �����

1�� F �� � ���	�� ��
���� �� X � ����
� ������ ����� �&���
� ���� ���	 ���	���	�
�� ��� ���� 	���
� �	 � ��� F → TF �� 5�� 
� X(p) = 0 ∈ TpF ��� ��� ���
���
��
��� 
	 dXp : TpF → T(p,0)TF ∼= TpF ⊕ TpF � �����	
� �
�� �� ���=���
� �� TpF
�
��	 ��� 
���
�� ���# �� �����	
� �
�� ��� ����� �
��	 � ��� TpF → TpF ���� ��
�
�� ��	� ����� �� dXp�

��������� 
	�	 ��� 
��! �� � ����
� ������ ���� X � ��� ��
���� F # �� � ��
�
p ����� X ��
	��	# 
	 ��� ������ �� ��� �����
� �������
����
� �� ��� ���
���
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dXp : TpF → TpF � ���� 
	# indX(p) = deg(dX+
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	 !�� X �� � ��
���� "����� #�$� �
 � �$���� 	�
���$� F �
� $�� Z(X)
��
��� ��� ��� �� ���
�� %���� X "�
������ ���
 χ(F ) =

∑
p∈Z(X)

indX(p) %���� χ(F ) ��

��� ������ ��"�
 �
 ��#
����
 ����

&����� :������� −X# ��� ����
�� �� ��� ������ ���� X# �� � 	������� f : F → F ��
��$� χ(F ) �� �� deg φ(F, fr) �	 ����� 
 	���
� 8� 5��� ���� �� 
������� −X# ��
X# ��� ��� 	
���� ���	� ���� φ(F, fr) 
	 ������� idU − fr# 	� � ��������
� f ���� −X
������	 φ 
 ��� �
����
� �� X� ��� ��
	�
� 	�� �� ����	 Z = Z(X) �� ��� ������
���� ��� ����
	��� ��� �!�� ��
�	 �� ��� 	������� f � 7������# 
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	 ����� ���� ��� 
��!
�� X �� � ��
� p 
	 ��� 	��� �	 ��� ����� ������ �� φ(F, fr) �� p* ��� ��� ����� ������
�� ��� ��� ������ �� ��� ��	��
��
� �� φ(F, fr) �� � 	���� �
��������� �� p��
��
	 �"�
������ ������ ��� 
��! �� X �� ��� ����� ������ �� φ(F, fr) ��� ��
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 ���� ����
� �	 ������	� ����	� ��� ������
� �� F 
 Rn 	� ���� ��� 
���� �� �
�
��������� �� Z 
	 <�� 
 Rn* ���� 
	# ��� �
��������� 
	 ������ �
@�������
�����
��� � �������
� �� ��� 	��	��	 �� �A� �
��� 	��	����	 �� Rn� 1�� ��� �������
�
r : U → F �� � �
��������� U �� F �� �
�� �� ��������� ���=���
� �� F 
 � 	����
�
��������� �� Z� 5�� ������ ��� ������ ���� X 	� ���� 
� 
	 �
��� 
 � 	
�
�����
	���� �
��������� �� Z* ���� 
	# 
 ��
	 �
���������# ��� �������� ������ ���� X
�����	 �
�� 
�	 ���
���
�� dX|Z # �	
� ��� ���
��� 
���
����
� �� � ����� 	���� ��
Rn �
�� Rn� 5�� ��$� f : F → F �� �� � �
���
�� 
������ �� −X# �� ���� ��������
ft : F → F �� �� � �
���t 
������� ��	
��� ��� ��������

U × I
h−→Rn

(u, t) �→
{

(u − ru) + (ru−ftru)
t


� t > 0

(u − ru) + X(ru) 
� t = 0

������ u �→ u − fru �� u �→ u − ru + X(ru)� 1�� Ṽε �� ��� �
��������� �� Z × I

�
�� �� {(u, t) ∈ U × I 	��� |(u − ru) + (ru−ftru)
t

| < ε}� ��� ��� ���� 	���� ε# ���

��� h|
fVε

: Ṽε → Dn
ε 
	 ������� 2����
� �������
����
� �
���	 ��� ��	
��� ��������

������ φ(F, fr) �� � 	�	��	
� �� ��� 
��! ����
6������# ��
	 
	 =�	� �� 	�� ���� ������� �� � ����# ��� ���
���
�� dX 
	 �������
� ��

��� ������ ���� X# ��
�� 
	 
 ��� �������
� �� 
�	 
������
� −f �  � ������� ��
	
��
� �����	� 
� �
�� ��
	� 
 � �����
	� 	���
� 
 	���
� /�

5�!� �� ������� χ(F ) �� ��� ���		
��� �������
� 	�� ���
�
� �� ��� ����� �����
�����
	�
��

���������� 
	�	 !�� F �� � #
��� ��	�$����$ ��	�$�' �
� $�� |Fi| ��
��� ��� ����� ��
��� ��� �� i(��	�$���� �� F � ���
 χ(F ) =

∑
i

(−1)i|Fi|�

,



&����� %� 
����
� �� ��	����� � 	������� f : F → F �
�� �!�� ��
� 	�� Fix(f) �"���
�� ��� 	�� �� ���������	 �� 	
���
��	 �� F � ��� ����� ������ �� φ(F, fr) �� ��� ���������
�� � 	
����! �� �
��	
� i �
�� �� (−1)i� �B	 
 ��� ����� �� �����	
�
� (�(# ��� �����
������ �� φ(F, fr) �� � ��
� p �����	 �� ��� ������ �� ��� ��	��
��
� �� φ(F, fr) �� ���
������� �� Vε ����

� p# ��� ε 	�A�
���� 	������
7�� ���� k�	
����! σ# �! � ����������
	� h : σ → Dk �� σ �
�� ��� �
� �
	� 


Rk 	��� ���� h ��$�	 ��� ��������� �� σ �� ��� ��
�
� 1�� f �� ��� 
���
�� � ���
0�	
���
��	 �� F �� 	����	� f ��	 ��� ����� � ��� (k − 1)�	$����� �� F � +��� f
� � k�	
����! σ �� �� ��� �����	
��

σ
h−→Dk c−→Dk e−→Dk h−1−−→ σ,

����� c : Dk → Dk 
	 ��� ��� � hfh−1 : Sk−1 → Sk−1# �� e : Dk → Dk 
	 � ���
����
�!���
� ��� 	��� �	 t �→ (2 − |t|)t�
��� ��	���
� f : F → F ���	 � ��
� 
 ��� 
���
�� �� � 	
����! σ �� � ��
�

������� ���� ���� ��� ��������� �� σ� : � �
��������� �� ��� ��������� �� σ# ���
����� ���������
	�
� ��� φ(F, fr)# �
�� �� idU − fr# �
�� ��������� �� � ��<���
� 

i ���������	# ����� i 
	 ��� �
��	
� �� σ� ���	 ��� ��������
� f ����
����	 ���
�������
��� ����� ������ �� ��� �!�� ��
�	�

� �� ����������	� �������

1�� η : E → B �� � ���� �����# b ∈ B � ��
� 
 ��� ��	�# �� Eb ��� ���� ���� b�
:� �� �� ��	����� ��� ����� ���������
	�
� ��� φ(Eb) : Sn → Sn �� 	���
� 8 
 � ���
���� �����	 ���
���	�� � b# ��� �� �
�� ���� �������� � ��� B → ΩnSn� ��
	
��� �
�� �� ���� ����� �� �� �������� ����� �����	
�
� �
�� ΩnSn → Q(S0)� 6�����
��� 	�"���� 8 
 	���
� 8# 
 ��
�� ��� ��� φ(Eb) �������� �	 Sn → Sn ∧ (Eb)+ → Sn�
:	���� �� ���=���
� �� Sn �� �� �����	� ��� ��	� ��� �
�� ��� 
���	
� Sn∧(Eb)+ →
Sn ∧ E+� ��
	 �������	 � ����� �����
	� ����� ���������
	�
� B → Ωn(Sn ∧ E+) →
Q(E+) $�� �	 ��� %��$���&����
�� ���	��� ��� ��� ����� E → B�
 � 	����	� ��� 	
���
�
�� ���� B 
	 ������� �� ���� ��� ���� �� η : E → B 
	 � �
��

� ������!� ���	� ���
�
�	 �� �� ����!�� ��# ��� �!�����# B ����������� �� E
� ����
��� �
��������� ������� ���� B* 	�� ',)�  � �� ������� ��� ��	�����
� ��
	���
� 8 	
��������	�� � ��� ����	 �� η� ����	� � ������
� E → B × Rn �� �
�
��������� U �� E �
�� � �������
� r : U → E ������
� �
�� ���=���
� �� B�
6������ U �� � 	������ �
���� �
��������� Vε = {u ∈ U 	��� |π(u) − π(r(u))| < ε}
����� π : B × Rn → Rn 
	 ���=���
�� ��
	 �
��	 ��� 	�"���� �� ���	

B × Rn Vε
������ ������ �� E × Dn

ε
∼= E × Rn

u u��� � �� (r(u), π(u)− π(r(u)))

-



2����
� �������
����
� �
���	 � ��� χ(η) = χ(η, r) : B+ ∧ Sn → E+ ∧ Sn# ���	�
��=�
� �� ��� �����	� �
�� ��� 
���	
� Ωn(Sn ∧ E+) → Q(E+)� ��� �����	
��
�����	 � ��� ���
��	 ��� �� �� ���������

��������� �	�	 ��� %��$���&����
�� ���	��� ��� ��� ����� η : E → B 
	 ��� ���
χ(η) : B → Q(E+) ��	������� ������

��� %��$���&����
�� ���	��� 
	 �� ����	� ��� �� %��$�� �� &����
��# �� ��	 ��� ���
��������
�	 	
�� 
�	 
�������
�* 
 ����
����� ��
	 ���	
� ���$�	 ���$ �� +���#
������ �� ������ 
� ���� 9�����
��� $�� ��	�����
�# �	 
 	���
� 8# 
	 ���� ��� ��	�����
� ���	 �� ����� �

r : U → E ��
� � �������
�# 	� ��� �	 
� ����
	 � ��� ���� B� : ����
�����# ���
f : E → E �� � ����
��� ��������
� �� ��� 
���
�� � E > ���� 
	# f 
	 �������
� ��
��� 
���
�� �� �������	 �
�� ���=���
� �� B� : ��
	 ��	�# ��� ���	���	 ��	�������
�	
� r : U → E �� fr : U → E ��� �������
�# ���� 
	 χ(η, r) ∼ χ(η, fr) : B → Q(E+)�
7������# �	 ������# ��� �������� ���		 �� χ(η, fr) �����	 ��� � ��� �����
�� ��
fr : U → E 
 � �
��������� �� ��� �!�� ��
�	 �� fr# ��
�� 
 ��� 
	 ������
�� ��
��� �����
�� �� f : E → E 
 � �
��������� �� ��� �!�� ��
�	 �� f �

� ��  	��!	� ��	��������� �����

 � �� ������ ��� %��$���&����
�� ���	��� �� � ���� ����� η : E → B �� ��� �����
	�

��! �� � �������
����� ����
� ����
��� ������ ���� � E�
9����	� ��� ���� F �� η 
	 � ���	�� �	������ ��
����# �� ��� X �� � ����
��� ������

���� � E ���� ��	��
��	 �� � ����
� ������ ���� � ����� ����� 5��� ���� 
 ������ �����
��� ��	�����
�	 �� ��� �!
	���� �� 	��� � ������ ����� ��� ���� 	�� Z = Z(X) �� 	��� �
X 
	 � �����
� 	���� �� B# Z → B# �� �� ���� ��� �����
	� 
��! �� X ���� Z� 1��
TE ����� ��� �����
���� ����� ����� �� E� B	 �� 	�� 
 	���
� (# ��� ����� �����
T(TE) �� ��
	 �����# ��� ��	��
���� �� ��� ���� 	���
� �� TE# 	��
�	 �	 ��� ���
�	
�� TE� ���	 ��� ���
���
�� �� X ���� Z 
	 dX|Z : TE|Z → T(TE)|Z̃ ∼= TE|Z ⊕ TE|Z
����� Z̃ 
	 ��� ���� 	���
� �� TE ���� Z� �����	
� �
�� �� ���=���
� �
��	 ���

���
��# �� �����	
� �
�� ��� ����� �
��	 � ��� ���� �� ��	� ����� �� �	 ��� ���
���
��
dX : TE|Z → TE|Z �
��������� �	�	 1�� X �� � ����
����� ����
� ������ ���� � ��� ����� 	���� �� � �����
E → B �	 �����# �
�� ���� 	�� Z� ����	� � ����� ν ���� Z ������������ �� TE|Z �
��� �����
� �������
����
� �� ��� ���

Z × Rn ∼= TE|Z ⊕ ν
dX⊕id−−−→ TE|Z ⊕ ν ∼= Z × Rn


	 ������ ��� 
��! �� X# ������ Ind(X) : Z+ ∧ Sn → Z+ ∧ Sn�  � ��	� ����� �� ���
	���
�
��� n����� ���� �� ��
	 ��� �	 ��� 
��!# Ind(X) : Q(Z+) → Q(Z+)�

0



������� �	
	 !�� η : E → B �� � #��� �)
�$� �"�� � ��	���� ���� B %��� #��� F �

�$���� 	�
���$�� !�� X �� � "������$ "����� #�$� �
 E ���������
� �� � ��
���� "����� #�$�

�
 ���� #���� ��
��� ��� *��� ��� �� X �� Z �
� ��� ���+�����
 �� ηS : Z → B� ���

������	

B
χ(η) ��

χ(ηS)
��

Q(E+)

Q(Z+)
Ind(X)

�� Q(Z+)

Q(inc)

��
�(�

��		)��� )� �� ��	������ ,��� χ(η) �
� χ(ηS) ��� ��� ���
����� ��� ��� ��������
��
�
�)
�$��� Ind(X) �� ��� �
��'� �
� Q(inc) �� ��� �
�$)���
�

B	 ���
��� 
 ��� 
�������
�# ��
	 
	 � 	�
��� ������
���
� �� ��� ������� �� %����
��� �� .��	� '/) �	 ���	���� 
 '0)� ����� 
� 
	 �		���� ���� η 
	 �		��
���� �� �
��
�
��� G������# ��� � ������� 1
� ����� G# ����� η : P ×G F → B# �� ���� ���
������ ���� X 
	 �		��
���� �� � ����
� G�
���
�� ������ ���� � F �

&����� B	 
 ��� ����� �� �����	
�
� (�(# �� 
������� −X �� � ��� f : E → E ��
�	� χ(η, fr) �	 ��� ����� �� ��� ���	��� χ(η)# ����� r 
	 �� �������
�� B������ �
��
��
	 	��	�
���
� 
� 
	 ����� ���� ��� �
����� ( �
�� ������� �� �� ��������# ��� ��
�� ��$� ��� �������� ���� �!��
�
� �� ��	�����
� 
������
��� ���	 �	 	���?

B
χ(η,fr) ��

χ(ηS)

��

˜χ(η,fr)

��

Q(E+)

Q(Z+)
Ind(X)

��

Ind(X,fr)
��
Q(Z+)

Q(inc)

��
�;�

: ����� �� ��	����� ���	� 
������
��� ���	# �� ��� �� ��$� ���
��	 ���
��	 ��
������
�	 �� �
���������	 ��� ��� �����	 η �� ηS� %� ��$
� ������
��� ���
��	#
�� ��	� ��� ����� �� ��������
�
��� 4���� E 
 B ×Rn �� ��� M �� � �
���������
�� E �
�� �������
� r : M → E� ��� 	��	�� Z �� E 
	 ������� �������� 
 B × Rn�
����	� � �
��������� N �� Z 	��� ���� N ⊂ M # �� � �������
� s : N → Z� ���
�
����� 
	

E
� � ��

M
r

�� � � �� B × Rn

Z
��

��

� � ��
N

s
��

��

��

C



5�!� ��$� �
���� 	���
���������	

Wε = {u ∈ N 	��� |π(u) − π(s(u))| < ε}
Vε′ = {u ∈ M 	��� |π(u) − π(fr(u))| < ε′}

����� ε′ 	 ε� ��� �
����� 
	 �	 ������	?

W�
V�’

M

N

E
s

r

���	� ���
��	 �
��� ��� �
����� �� ���	

B × Rn Vε′
��� � ��

�

		��
��

��
��

��
�

�



��
��

��
��

��
��

��
��

��

�

���
��

��
��

��
��

��
��

��
��

E × Dn
ε′

�h

Wε

�

��

�∼=
��

�

�

Z × Dn
ε Z × Dn

ε′

��
�/�

�
�� ��

u u��� � ���

��������������������

		
		

		
		

		
		

		
		

		
		 


����
��

��
��

��
��

��
��

��
��

(r(u), π(u)− π(fr(u))) v

u
�

��

�

��
(s(u), π(u) − π(s(u))) (s(u), π(u) − π(fr(u))) v

�

��

���� ��� ���	 ������� D�E �� D�E ��� ��� �� ������ ��	����
����# ��� 
�
����� ��
�
����	 ��� ��������
�� �� �������� ��������
��# �� ��� ����� ���� ��� 
	 � ������
�����
	�� 5��
�� ���� �����
� �������
��
� ��� ���� ��� ���	# ��$
� ��� ��=�
�#
�� ��� ����
� �
��	 χ(ηS)# 	
�
����� ��� ��� ��� ���	 �
��	 χ(η, fr)# �� �����
�
�������
��
� �� ����
� ��� �
��� ��� �
��	 Q(inc)�

F



5�� �	
� ��
	 �
�����# ���� ˜χ(η, fr) �� �� ��� ������ ��=�
��� �����
� ����
����
����
� �� ��� 	�"���� B × Rn ← Vε′ → Z × Dn

ε′� ��
	 
	 � �
�� �� �� �������� ��
χ(η, fr) ���� ��� 
���	
� Z × Dn

ε′ → E × Dn
ε′� 9
�
�����# ���� Ind(X, fr) �� �� ���

������ �����
� �������
����
� �� ��� 	�"���� Z × Dn
ε ← Vε′ → Z × Dn

ε′� ��
	 ���

	# 	� �� 	���$# � 
������
� �� Ind(X)# 
 ���� 
� ����	 � � �
��������� �� Z ����
dX ���	 � � 
�
��	
��� �
��������� �� Z# ���� 
	 � ��� ����� ����� �� Z�
��� ���������� ��������
�
�� �� �
����� / 
����
����� 
���
�	 ��� ��������

��������
�
�� �� ��� ��� ��
����	 
 �
����� ;� :� ����
	 ��� �� 	�� ���� Ind(X, fr)

	 �������
� �� Ind(X)� ��
	 �� �� ���
���� �	 
 ��� ����� �� �����	
�
� (�(� ����

	# ����	� � ������
� �� E 
 B×Rn ���� 
	 <�� 
 � �
��������� �� Z �� ���	���
��� �������
� 
	 �
�� �� ��������� ���=���
� ��� ��
	 ���
�� +����� X �� �� �
���
��� Z# �� ��� ��	����� � ��������# �	
� 	������ �� 	������ 
������
�	 ft �� −X#
���� u �→ π(u)−π(fru) �� u �→ π(u)−π(ru)+π(X(ru))� 2����
� �������
����
� �
� 	���� �
��������� �� Z �
���	 ��� ��	
��� �������� ���� Ind(X, fr) �� Ind(X)�

��
	 ��	��� ���	 �� ����� � ��� ���� 	�� Z(X) ��
� �����
	� �
	������ :����#
�� ��� ��� ���� ���� Z 
	 � ���� ����� ���� B �� ���� X 
	 ���� ����� �������
���� �� �� ���� � 	�	
��� 
��! ���� 2� 	��� 	
����
� 
	 ��� X 
	 ��� ����
�� ��
� �����
	� .��	��%��� ����
� ψ � E# ���� 
	 � ����
� ψ ��	��
��
� �� � .��	��%���
����
� � ���� ����� 6����� ���� � .��	��%��� ����
� ψ : F → R 
	 �� ���	�
��
�
��� 	�� 
	 � 	����
���� S �� F 	��� ���� ��� ��		
� �� ψ 
	 ���������� � ���
����� ����� �� S 
 F � &
�� 	��� � X# ��� ���
���
�� dX �
��	 � ���������
	�
�� ��� ����� ����� νZ �� Z 
 E� ����	� � ������������ ����� μ 	��� ���� ���
	�� νZ ⊕ μ ��	 ��	��� �
��	
�# ���� 
	 νZ ⊕ μ ∼= Z × Rn ��� 	��� n� 2����
�
�������
����
� �� dX ⊕ id �
���	 ��� 
��! ��� Ind(X) �	 �������

������� �	�	 !�� η : E → B �� � #��� �)
�$� �"�� � ��	���� ���� %��� �$���� 	�
���$�

#���� !�� X �� � "������$ "����� #�$� �
 E ���� �� ��� ������
� �� � #���%��� ����(-���

�)
����
� ��
��� ��� *��� ��� �� X �� Z� ��� �)
�$� Z → B �� ηS� ��� �
��' �� X ��

Ind(X)� �
� ��� ���
����� ��� ��� �%� �)
�$�� χ(η) �
� χ(ηS) ��������"�$�� ��� ������	

B
χ(η) ��

χ(ηS)
��

Q(E+)

Q(Z+)
Ind(X)

�� Q(Z+)

Q(inc)

��

��		)��� )� �� ��	������

��� ����� 
	 ��� 	��� �	 ��� ��� ����
��	 �������� ��
	 ������� /�; �� �� ����
��

�����
����# ������
� ��� ���	��� �� � ����� 
 ����	 �� � 	�������# ��� ��� ���	���
�� ��� 	������� 
 ����	 �� 
�	 	�������	# �� 	� ��

8G



∼∼∼
 � ������� �
�� � 	
���� ���	��� ��������
� ��
�� ��
�
��	 �������	 /�( �� /�;�

1�� Φ : Sn−1 → SO(k+1) �� ��� ������
� ��� ���
� � ��������� Sk������ ���� Sn#
�
�� n > 2� ��
	 Sk������ φ 
	 ��� �
� 	����� ����� �� ��� ������ ����� ϕ �		��
����
�� ��� ������
� ��� Φ� 1�� J(Φ) ∈ πs

n−1 ����� ��� 
���� �� ��� ��� Φ ���� ��� J�

���������
	��  � ������� ��� �����
	� ����� ���������
	�
� Sn χ(φ)−−→ Q(E+) → Q(S0)
�� ��� ����� φ 
 ����	 �� J(Φ)�
H	
� � .��	��%��� ����
� � ��� �����
	� 	�	��	
� Σφ �� φ �� �!���		 ���

���	��� �� ��� ����� φ 
 ����	 �� ��� ���	��� �� 
�	 	�	��	
�* ��� �	
� � ��
@�����
.��	� ����
� �� ������� ��� ���	��� �� ��
	 	�	��	
�� ��	
��� Σφ �� �� ��� �
�
	����� ����� 
 ��� �
���� 	�� ϕ⊕R �� ��� Rk+1������ ϕ �
�� ��� ��
�
�� �
� �����
R ���� Sn �� ��� h : ϕ ⊕ R → R → R ����� ���=���
�� ��� ����
� h2 
	 �����
	�
.��	��%��� � Σφ �� 
�	 ����
�� ��	 ���� 	�� φ � Sn � Sn# ���� 
	 ��� 	����� �����
φ 
 ϕ × {0} �
	=�
� �
� ��� ��� ��
�
�� �����	 Sn → Sn 
 ϕ × {1} �� ϕ × {−1}�
��� 
��! ��� 
	 ��� 
���
�� �� ��� ��� Sn �������	 �� 
	 � ��<���
� ���� R ��
φ� 1�� χ(η) ����� ��� ���	��� χ(η) : B → Q(E+) �� � ����� η �����	�� �
�� ���
��� Q(E+) → Q(S0)� ������� /�; 
���
�	 ���� χ(Σφ) = 2 − χ(φ)�
B������
����# ��	
��� ��� .��	� ����
� h � Σφ� :�	 ����
�� ��	 ���� 	�� Sn�Sn�

��� 
��! 
	 ��
�
�� � �� Sn �� ���	 ��� /�(� ��� ���	��� 
	 χ(Σφ) = 1 + τ # �����
τ : Sn → Q(S0) 
	 �
�� �	 ������	� ����	� � ������������ ������ ����� ω �� ���
����� ϕ �� 
���
�� ϕ ⊕ ω �
�� ��� ��
�
�� ����� RN × Sn → Sn� +��� � ��� Θ �	
������	?

Sn Θ−→ O(N)

x �→ (RN ∼= ϕx ⊕ ωx
−1⊕1−−−→ ϕx ⊕ ωx

∼= RN).

��� ���	��� 	����� τ 
	 ��� 	���
�
��� �����
� �������
����
� �� Θ� 5��
�� ����
τ = J(Θ) + deg(τ)# ����� deg(τ) ∈ {±1} 
	 ��� 
���� ������� �� τ 
 Q(S0)* ��
	
������ deg(τ) 
	 ���	 �� �
�	 �� �	 ��� �
��	
� �� ��� ���� 	����� Sk 
	 ��� �� ���
��	����
����� &
�� ��� ����
�� ��������
� �� χ(Σφ) 
 ����	 �� χ(φ)# �� ����

χ(φ) = 1 − τ = 1 − deg(τ) − J(Θ) = χ(Sk) − J(Θ).

 � 
���
�� Θ �	 �	������ (−1)k+1(η · Φ)# ����� η 
	 �� ��� ���
�
�� ������ ��
��� ��	� 	����� 	��� πs

1� 1�� ϑ ����� ��� ������ ����� � Sn+1 �����	���
� �� ���
������
� ��� Θ# �	 ϕ 
	 ��� ����� � Sn �����	���
� �� Φ� : ��� ���
 ������!
��������
� �� $������� �'8)# 	���
� 8G�# ��� ����� η � (S1, ∗) ∼= ([−1, 1], {−1, 1}) 
	
�����	���� �� ��� ������
� ������! �� �����	 � I = [−1, 1]?

0 → R
t−→R → 0.
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���� ��� ��� 
	 ����
��
���
� �� t ∈ I � ��� ���� Rt� ��� ������� ����� η ⊗ ϕ �
(Sn+1, ∗) ∼= (I × Sn, ({−1, 1} × Sn) ∪ (I × ∗)) 
	 ��� �
�� �� ��� ������!

0 → R ⊗ ϕ
t⊗1−−→ R ⊗ ϕ → 0.

��
	 ������! �� �����	 � I × Sn 
	 	
����

0 → ϕ
t−→ϕ → 0,

����� �� ���� �� �
	�
��
	��� ������ ��� ����� ϕ � Sn �� 
�	 �������$ �� I× Sn*
	
�
����� �� ��� ω ��	� ����� ��� �������$ �� ω �� I× Sn� B��
� � �����
� ������! ��
��� ������
� ������! �
��	

0 → ϕ ⊕ ω
t⊕1−−→ ϕ ⊕ ω → 0.

��� $������� ���		 �� ��
	 ������! � (I × Sn, ({−1, 1} × Sn) ∪ (I × ∗)) �����	���	 ��
��� ������� $������� ���		 �� ϑ � Sn+1� ��
	 ������� 
���
����
� ϑ ∼= η ⊗ ϕ �
��	 �
�������� Θ � (−1)k+1(η · Φ) �� ���	 ���� Sn �� ��� 	����� ��������� ����� O* ����
���� ��� 	
� ������ �	���	 ���� ��� ���	 ��� 
 ��� 	��� ������� �� O��
��
	 ��	��
��
� �� Θ 
���
�	 ����

χ(φ) = χ(Sk) − J(Θ) = χ(Sk) + η · J(Φ) ∈ [Sn, Q(S0)],

����� �� ���� �	�� ��� ���� ���� ��� J����������
	� �������	 �
�� ����
��
���
�
�� η 
 ������	 ������ ��� (# �� ���� η ��	 ����� (� ��
	 ��	��� �����	 �
�� ���
����������������
� ��������
� �� ��� ���	��� ��� 	����� �����	 
 ';)�

"����!��#����

: ���$ :� .��	� �� H� �
���� ��� 
�
�
� �� �� 	���$ �� ��� ���$	��� � D.���
�
���		 &����	 �� 9����� ��������E 
 1��
�# ��
�� 
�
���
� ����	
��� �� ��
$
�
����� ��� �����
	� ��
��������� �������� : ��	� ���$ H� �
���� �� 6� ���� ���
�������
� �� �� ��
�� ��� ���� : 	��$� ����� �� 1��
�� 6� ���� ���
������
	����	��� ���� : ��
$ ����� ������� �� �������� ����� ���$ 
 � .��	��%��� 	���
�#
I��%� %�	� ���� ������ ������	 �����
� ��� ����
�
�� �		����
�	# �� ���$
�
�
�� .� ���$
	 �� �� %���� ����
��� ��� 	����� ����� �!������ : ����� �
$� ��
�!���		 �� ����
���� �� &� 9���� ��� �����
���
� �� �� �
	 �
�� �� ��� %��$���&����
��
���	���# ��
�� 
<����� ��
	 ��� ������	��� 7
���� : ���$ +� %
		 ��� ���
��	
�=������ �
	��		
�	 ������# ���
�# �� ����� 1��
�# �� .� &����
��
 ��� ���
�����
�������
� �� ������

� �����	��
�� ��� ������ ��	 ����
���� 	�������� �� �
597 &������� 6�	����� 7�����	�
��

8(



$�����

'8) .� 7� B�
���# 6� %���# �� B� 9���
��# ��
@��� .�����	# ����$��� � 9����� 8
�8F-/�# ;�;C�

'() I� �� %��$�� �� +� �� &����
��# ���	��� .��	 ��� 7
����
�	 �� +���
��# ��	(
������� ���� �� �8F0-�# 8G0�8;;�

';) .� %�$	���� �� 7�  ������	�# ��� .�� BSG → A(∗) → Q(S0)# �

� �� ����

 �)�� ��� �8FC0�# /8C�/;8�

'/) &� %������ �� :� .��	�# 4������
� �� ��� ���	��� �� ��� H
���	�� 9������
���		�	# �
"�
�� ���� �
 �8F0-�# 8;;�8-F�

',) B� +���# ��� 7
!�� ��
� :��! �� 7
�������	���
� .��	# �
"�
�� ���� 
� �8F0/�#
(C8�(F0�

'-) B� +���# ��� 7
!�� ��
� ���	��� �� 7
�������	���
� .��	# ���� .� ��� �8F0-�#
(8,�(//�

'0) :� .��	� �� H� �
����# ��� 9����� .���
� ���		 &���� �� Q(CP∞
+ )# �
"�
��

���� ��� �(GG8�# ,GF�,//�

8;


